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Functies in de elementalre getallenleer

Notaties: n,m natuurlijke getallen;
(n,m) G.G.D. van n en m;
d,d8' meestal delers van n of m;
pP,;P; priemgetallen;
i
4 k2 kr
(1) n=p, ' Py “...p, ontbinding van n in priemfactoren;
[x] = "entiler" van x = grootste gehele getal < X;
een lege som 1s steeds nul, een leeg product steeds 1 gesteld:
f(n), g(n), h(n) arithmetische functies,
d,w,z, functies gedefinieerd op de verzameling van de na-
tuurlijke getallen; soms kortweg aangeduid door f,g,h,

§1¢ Voorbeelden:

- Hek otz
1) De som wvan-alle delers van n
< (n) = .
d/n

Uit de ontbinding (1) voor n volgt

{2) T(n) = (k1+1)(k2+1)...(kp+1).

il

Bijvoerbeeld is T (60) = T(2°.3.5) = 3.2.2 = 12, Blijkbaar volgt uit (2)
t(nm) = T(n) T(m) voor (n,m) = 1,

m,24We t(n) is multiplicatier,

2) Het product van alle delers van n
- T '
P{n)-_d/nd.
Nu is
2 T n t(n
P(n)zd%d,d/na-=h<),

mea W, het geometrisch gemiddelde G(n) van alle delers van n is \fﬁ.
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3) De som van alle delers van n

o(n) = 2 4.

d/n

Cok deze functle is multiplicatief (zie §4,1)). Is dus n gegeven door
(1), dan volgt

k k Kk+1
-1
s o @ U'(p r’) = .T-r p

4
o(n) =<T(p1 ) U(pe = o/n TA ¢

r

b,V
T (220) = T(22.5.11) = (23-1)(5+1)(11+1) = 50k,

(284) = T(22.71) = (22-1)(71+1) - 50k,

Bovendien 1s 504=22@+284; op deze merkwaardige samenhang komen we
2
later terug).

4) Het arithmetisch gemiddelde van alle delers van n

{n
A(n) = =5
Wegens A(n) >@(n) =V, volgt dus 0 (n) » T(n) V1.

5) Men kan ook nog het harmonisch gemiddelde H(n) van alle de-
lers van n invoeren en men vindt dan gemakkelijk A(n)H(n)zn-Gg(n).

6) De functie van Euler «@(n) = het aantal getallen m in de rij
192,¢..,0 met (m,n)=1, dus Y(1)=1. Ook ¥(n) is multiplicatief,

Multiplicatieve functies spelen een grote rol in deze theorie,
Is f{n) een multiplicatieve functie en niet de nulfunctie O(n) (d,w.z.
=0 voor elke n), dan is f(1)=1.

In het volgende staatje zijn de waarden van enkele arithmetische
functies f(n) opgenomen voor n=1,2,...,12. Hier komt ook de functie
van Mobius voor, welke later zal worden ingevoerd (§4,3)).

n 1 2 3 K 5 6 7 8 9 10 11 12
v(n) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6
Fn) 1 3 & 7 6 12 8 15 13 18 12 28
g(n) 1 1 2 2 4 & 4 6 o100 4
Mfn) 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 17 -1 0

$2, Historische opmerkingen. De functie ¢ (n) is van belang voor de
studie van de z.g. volkomen getallen, bevriende getallen, enz., be-
grippen welke hun oorsprong in de getallenmagile der oude tijden von-
den, Een getal n heet volkomen als het getal gelijk is aan de som van
zijn "aliquote" delen, d.w.z. gelijk aan de som van alle delers met
uitzondering van n zelf; nog anders gezegd als T(n)=2n is. Voorbeel-
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den zijn 6=1+2+3 en 28=1+2+4+7+14, God schiep hemel en aarde in zes
dagen, terwijl de maanperiode 28 dagen is, Was van een getal n de som
van de aliquote delen groter dan n, dan heette het getal "abundant',
was de som kleiner dan n, dan sprak men van een "deficient" getal. Zo
is 12 abundant en 8 deficient. Volgens Alcuin, de leermeester van Karel
de Grote, was het mensengeslacht onvolkomen, omdat dit afstamde van

de acht zielen in de ark van Noach [1] .

Stelling van Euclides: Is 2”1 priem (z.g. priemgetal van Mersenne),

dan is P=2n'|(2n-1) een volkomen getal, Voorbeelden: n=2 geeft P=6,

n=3 geeft P=28, n=5 geeft P=496,

Bewijs: o(P) = ¢(2"7) o(2-1) = (2°-1).2%=2p.

Men toont gemakkelijk aan, dat men zo alle even volkomen getallen

vindt EEB. Oneven volkomen getallen zljn er zeker niet beneden 2000 000,

Men/ﬁéet niet eens of zulke getallen bestaan.
Nauw verwant hiermee ziljn de paren van bevriende getallen, Een

getallenpaar (n,m) heet bevriend als elk van beide gelijk is aan de

som van de aliquote delen van de andere; m,a.w, als n= ¢(m)-m, en

m= g(n)-n; dus als

[y

0’(m)=0‘(n)=n+m.

Zo zijn 220 en 284 bevriende getallen (zie 31,3)). Deze twee getallen
speelden vroeger een grote rol in de magie en astrologie, b,v. voor
het maken van minnedranken, talismans en van horoscopen [3] .

Permat, Mersenne, Descartes en vele anderen hebben zich intensief
bezig gehouden met het zoeken van volkomen getallen en van paren be-
vriénde getallen, Een Italisanse schooljongen vond het bevriende paar

4184 = 2°,37, 1210 = 2.5.11°,

$3. Convoluties g#j. Het 1s ons doel een soort algebra voor arithme-
tische functies te ontwikkelen. Van fundamentele betekenis daarvoor
1s de z,g. convolutie van twee arithmetische functies f(n) en g(n).
Hieronder verstaan we een nieuwe arithmetische functie:

£(n)%g(n) = 2_ £(a) gld').

dd'=n
Vobrbeelden: Zij

on} = O voor elke n

(n) 1 voor n=
ein) = {O voor n1
E(n) = 1 voor elke n,

Pan is



O(n) #f(n) = 0(n)
e(n) #»f(n) = £(n)
E(n) #f(n) = g}; £(d) (z.g. somfunctie).

Uit de lsatste formule volgt:
(2) E(n)®E{(n) =T (n), E(n)%n =0(n),

Uit de definitie volgt gemakkelijk, dat de convoelutie een commu-
tatieve en assoclatieve bewerking is:

fog =gxf, fx(gxh) = (frg)xn,
Bovendien 1s de bewerking distributief ten opzichte van de optelling:
fw(g +h) = fxg + fah,

Uit het voorgaande volgt: De arithmetische functies vormen een
commutatieve ring met eenheidselement voor de bewerkingen + en » .
#et nulelement is O(n), eenheidselement is e(n).

Is £(1)#0, dan kan men eenvoudig aantonen, dat f(n) voor de be-
werking X ook een inverse f"q(n) bezit, d.w.z. een eenduidig bepaalde
avithmetische functile f"l(n), zodat

f'q(n} »f£(n) = e(n).
Voorbeeld: f(1) = £(2) = 1, f(3) = £(4) =...=0 heeft als inverse:

f"1(2k) = (-1}k, f'q(n) = O als n geen macht van 2.
Zijn f(n), g(n) twee arithmetische functies met £(1)#0, dan kun-

nen we ook een convolutlequotient invoeren, gedefinieerd door

g_ﬁ_n_)_= n 1
T g(n) £ '(n)

en dan volgen gemakkelijk regels als

0]
+
o2

f*%"g: h*fg"."""""_}}:%:
f f f

Lt (00
+

1R =y
¢

Fundamenteel 1s de volgende
Stelling: Zijn f en g multiplicatief, dan 1s dit ook het geval met
f#®g en %(in het laatste geval mag f natuurlijk nlet de nulfunctie
voorstellen).

Het bewljs van de bewering voor f g berust op de eigenschap:
Zijn n en m onderling ondeelbaar, doorloept d1 de versachillende delers
van n en d2 onafhankelljk daarvan de verschillende delers van m, dan
doorloopt d1d2 de verschillende delers van nm, elke deler juist één
keer.



$4. Toepassingen,

1) Uit (2) volgt dat T (n) en ¢(n) multiplicatief zijn, omdat
E(n) en de functie f(n)=n dat zijn.

2) Ultgaande van de multiplicativiteit van @ (n), besluit men
tot die van E(n) * $(n). Men vindt dan

(3) E(n) % Lf(ﬂ) = n of Z: L?(d) = N,
d/n

3) De functie w(n) = E'q(n) is multiplicatief., Men noemt haar
de functie van Mdbius. Hiervoor geldt dus

1 als n=1
(%) M(n) * E(n) = e(n) of 2 _ ud) =
d/n 0 als n31
Uit het feit, dat um(n) multiplicatief is en uit (4) volgt een-
voudig (_1)r als n=p1p2...p
M (n) = :
0 als n meervoudige priemfactoren bevat.

4) De z.g. omkeerstelling van M&bius luidt:
ULt g(n) = 2__ £(d) volgt f(n) = L_ m(d)e(]) .
d/n d/n

Bewiljs: Het gegeven 1luidt symbolisch

g = E»f,

convolutie met u geeft
Mg = MxExL = exf = °F
en dit was te bewijzen.

5) Vele betrekkingen, die men doorgaans met behulp van de omkeer-
stelling bewijst toont men sneller met het convolutieformalisme aan,
Volgens (3) is b.v. E(n) % ¢(n) = n; dus

Y(n) = p(n) » E(n) » w(n) = uf{n) »n

n=1’1 /LLd .
b M) 3 ;[-/;] =

of

il

p(n)

Hieruit volgt weer

w(n) = n(1- 511.)(4- 5?2..4...(4- .g;).

Analoog leveren de formules (2)

By 2. Y outay o (BY = n,
d2};/‘*(@)“3‘) 1 d/n}*d () =n»
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35, Een somformule: x zlj steeds een positlefl getal

% def [
g;] e 9 @ Er];_; * 0
We hebben
X S
S f(n)sg(n) =2  f£(d)g(ar)
n=" dd' ¢ x

il

X x/d
> £(a) dié g(d");

d="
in het bijzonder volgt hieruit voor g(n)=E(n)

(5) g; £(n)#E(n) = T [%] £(d).

Q="

Deze formules zijn vaak nuttig. Hoe men deze kan toepassen blijkt
b,v, ult de volgende twee voorbeelden:

1) Uit (5) met £(n) = sc(n) volgt

- X L = = n n) = - einj= >4
S [Ele) = st m() = e()et (x3)

X X X
)y )l v s Sy syl
n=1 n=", d/n =
Toepassing van (5) met f(n) = % geeft
X X O z
— 0 (n) E:: [X] 1 X T
= <Z = ——X o,
%;371 n gon LI T N85 4276

Tets precieser berekening geeft

2
Cn) _
= g Xt 0(x) als x — o0,

Tﬂx

n="1

Andere toepassingen vindt men in [4] ,

$6, "Differentisren”, £'(n) & £(n) 1¢ n

Voorbeelden: e'(n) = 0(n), E'(n) = 1'g n.
Men bewljst gemakkelijk

(feg) = f'sg + £»g!
i | - i

(D) = exf=txel (g(1)#).
g g g

Van fundamentele betekenis - le "I-earlthmische afgeleide" van
E(n), n.1l.
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: 1 )
(6) A (o) %28 EAB) _ Li(n) x E(n)' = pm(n)xlog n,
E(n)

De functie A (n) heeft een merkwaardige eigenschap, n.l. A(n)=0 voor
elke n, welke door meer dan één prilemgetal deelbaar is, We bewljzen
deze elgenschap algemener voor een klasse van functiles f(n)= m(n)»h(n),
waar h(n) een additieve functie 1s, d,w.z.

h(nm) = h(n) + h(m) voor (n,m) = 1,

Immers dan is voor n >4, m »1

f(rm) = %,dg/m o (6,4,) h(fﬁ‘g
n
= dz,]:/_'n,dz/mﬂ(dg) /u‘(dq) h(a":l‘) +
L m
gi:/:ﬂ,-dg/rnﬁ(dq) #492) h(a’é)
=0,

wegens (4) 1,
Uit de definitie (5) volgt verder A(1)=0 en
k k -
A(p) = m(1) log o +mM(p) log p*" = log p. Dus
log p voor n=pk(k >1)
A(n) = |
O eanders.

Deze functie speelt een grote rol in de theorie der priemgetallen,
Dz priemgetalstelling is n.,1l. equivalent met

X
Y Aln) ~ x  voOor x_, co.
n=",

%7. Reeksen van Dirichlet. Elke arithmetische functie f(n) genereert
een (al of niet convergente) reeks van Dirichlet

ffi f(n) n”%,
N="]
Is h(n) = £(n) *g(n), dan is
S n(n) 0™ = 5 (e L3 g(n) 07,
Ne=1 n="1 n=",

m.,a,w, met de convolutie komt het product van de bijbehorende reeksen
overeen,

1) Nog algemener: Is ggn) een multiplicatieve en h(n) een additieve
func%ieenﬁtelt men f(n)=g(n)*h(n) en G(n)=g(n)»E(n), dan geldt voor
n,m =

f(nm) = G(m) f£(n) + G(n) f£(m).
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Deze relatie is analoog aan de bekende formule

of (f(x)»g(x)) =L £(x) .Lg(x)

ult de theorie van de Laplace transformaties en kan daarvan zelfs als
een speclaal geval worden opgevat,
We geven hier in een overzicht links enkele uitdrukkingen uit de

i
theorlie der convoluties en rechts de '"vertaling met behulp van reeksen
van Dirichlet:

E(n) 5 (s) = ifi n~S
n="1,
e(n) 1
t(n) = E(n) »E(n) z:—fumn-s - 52(s)
v(n) = E(n)*n S2o(n)n™® = 5(s) j?f n.n"%
. - 3(s) ¥(s-1)
n) = il = -5 _
M(n) Gl E%;M(n)n (5]
E(n)* ¢(n) = n S7o(n)n™® = 5(5]
4 5(5)
Aln) = E‘(n) E%A(n)n s __ 5 (s)
E(n) 1 5(s)
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